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La Poste

Service historique de distribution postale en France

Fluctuations du marché de la distribution du courrier

⇒ La Poste souhaite connaître le trafic postal mensuel.

Trafic total inconnu :

- information disponible sur le courrier trié automatiquement
⇒ pas suffisamment fiable

- certains courriers ne peuvent pas être triés automatiquement

⇒ Trafic total estimé par échantillonnage

Estelle Medous (IGN) 2 / 34



L’étude de La Poste

Échantillons de tournées de facteur depuis 1994

Tournées de facteur directement échantillonnées de 1994 à 2015

Sous-couverture importante depuis 2015 (Lardin-Puech, 2014)

⇒ Échantillonnage direct impossible
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L’étude de La Poste

Idée : tirer indirectement les tournées à partir des adresses postales

⇒ durée d’observation trop longue
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L’étude de La Poste

Idée : sondage indirect double avec seconde population intermédiaire
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Perte de précision

Le sondage indirect double a entraîné une perte de précision
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Sondage indirect

Sondage indirect double plus facile à réaliser que le simple

Une méthode plus précise que l’autre ?
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Sondage indirect et MGPP

1 Sondage indirect et MGPP

2 Sondage indirect double et MGPP double

3 Comparaison des deux méthodes

4 Simulations

5 Conclusion

6 References
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Sondage indirect et MGPP

Sondage indirect

Population UF liée d’une manière ou d’une autre à UT

Échantillon sF dans UF ⇒ échantillon sT dans UT

Tout individu de UT lié à au moins un individu de UF
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Sondage indirect et MGPP

Notations

Poids de lien (poids) entre i ∈ UF et k ∈ UT :

θik =

{
> 0 si i et k liés,
0 sinon.

Poids de lien standardisé θ̃ik :∑
i∈UF

θ̃ik = 1 pour tout k ∈ UT

Total tY sur UT équivalent à un total sur UF :

tY =
∑
k∈UT

yk =
∑
k∈UT

yk
∑
i∈UF

θ̃ik =
∑
i∈UF

ỹi avec ỹi =
∑
k∈UT

yk θ̃ik .
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Sondage indirect et MGPP

Méthode Généralisée de Partage des Poids

Méthode Généralisée de Partage des Poids (MGPP) :

(Kalton and Brick (1995), Deville and Lavallée (2006), Lavallée
(2009))

t̂Y ,MGPP =
∑
i∈sF

ỹi/πi avec ỹi =
∑
k∈UT

yk θ̃ik .

=
∑
k∈sT

yk
∑
i∈sF

θ̃ik/πi

Sans biais si et seulement si θ̃ik standardisés
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Sondage indirect et MGPP

Variance des estimateurs MGPP

Variance de l’estimateur MGPP :

Var(t̂Y ,MGPP) =
∑
i∈UF

∑
i ′∈UF

∆ii ′
∑
k∈UT

θ̃ikyk
∑

k ′∈UT

θ̃i ′k ′yk ′

Poids de liens optimaux :

Poids qui minimisent Var(t̂Y ,MGPP) pour toutes variables d’intérêt

Existence de poids optimaux ? ⇒ Oui !

Deux conditions suffisantes (Medous et al., 2023)
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Sondage indirect et MGPP

Tous-pour-Un (TpU)

Liens observés à La Poste
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Sondage indirect et MGPP

∆-propriété

∆ = (∆ii ′)i ,i ′∈UF
, ∆ii ′ =

πii′−πiπi′
πiπi′

, ∆kk ′ = (∆ii ′)i lié à k,i ′ lié à k ′ ,k , k ′ ∈ UT

Définition (∆-propriété)

∆kk = ∆k inversible pour tout k ∈ UT ,
Pour k ̸= k ′, ∆kk ′ = (ckk ′)i lié à k,i ′ lié à k ′
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Définition (∆-propriété)

∆kk = ∆k inversible pour tout k ∈ UT ,
Pour k ̸= k ′, ∆kk ′ = (ckk ′)i lié à k,i ′ lié à k ′

Sondage Aléatoire Simple Sans Remise (SASSR)

∆i =
N

n
− 1, i ∈ UF et ∆ii ′ =

(
1 − N

n

)
1

N − 1
, i ̸= i ′
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Sondage indirect et MGPP

Poids de lien optimaux

Soit NFk nombre de i ∈ UF liés à k et 1k vecteur de 1 de taille NFk .

Proposition (Medous et al. (2023))

Si les liens sont de type TpU et la ∆-propriété est vérifiée,

⇒ Poids de lien optimaux uniques :

(θ̃optik )i lié à k = ∆−1
k 1k

(
1t
k∆

−1
k 1k

)−1
, pour tout k ∈ UT .

SASSR :
θ̃optik =

1
NFk

si i et k liés, 0 sinon
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Sondage indirect et MGPP

Problème du TpU

Nombre élevé d’individus à identifier
⇒ MGPP difficile à mettre en oeuvre avec des liens TpU
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Sondage indirect double et MGPP double

1 Sondage indirect et MGPP

2 Sondage indirect double et MGPP double

3 Comparaison des deux méthodes
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5 Conclusion

6 References
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Sondage indirect double et MGPP double

Sondage Indirect double

Population UM liée d’une manière ou d’une autre à UF et UT

Sondage Indirect double
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Sondage indirect double et MGPP double

Notations

Poids FM : poids de lien standardisé θ̃FMij∑
i∈UF

θ̃FMij = 1 pour tout j ∈ UM .

Poids MT : poids de lien standardisé θ̃MT
jk∑

j∈UM

θ̃MT
jk = 1 pour tout k ∈ UT .

Total tY sur UT équivalent à un total sur UF :

tY =
∑
k∈UT

yk =
∑
k∈UT

yk
∑
j∈UM

θ̃MT
jk

∑
i∈UF

θ̃FMij =
∑
i∈UF

ỹDi

avec ỹDi =
∑

j∈UM
θ̃FMij

∑
k∈UT

θ̃MT
jk yk
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Sondage indirect double et MGPP double

MGPP double

Méthode Généralisée de Partage des Poids double (MGPP double) :
(Medous et al., 2023)

t̂Y ,MGPPd =
∑
i∈sF

ỹDi
πi

avec ỹDi =
∑
j∈UM

θ̃FMij
∑
k∈UT

θ̃MT
jk yk

Sans biais si et seulement si θ̃FMij and θ̃MT
jk standardisés

Cas particulier de MGPP simple, avec

θ̃ik =
∑
j∈UM

θ̃FMij θ̃MT
jk
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Comparaison des deux méthodes

1 Sondage indirect et MGPP

2 Sondage indirect double et MGPP double

3 Comparaison des deux méthodes

4 Simulations

5 Conclusion

6 References
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Comparaison des deux méthodes

Nombre de liens observés

Liens TpU-TpU

⇒ Moins d’individus à identifier que la MGPP simple avec liens TpU

La Poste :
MGPP simple : 500 adresses,
MGPP double : 60 liens = 10 adresses + 50 cases
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Comparaison des deux méthodes

Différence de Variance

Entre MGPP optimale et MGPP double quelconque :

Proposition ((Medous et al., 2023))

Si les liens sont TpU et que la propriété ∆ est vérifiée :

Var(t̂Y ,MGPPd)− Var(t̂optY ,MGPP) =
∑
k∈UT

y2
k Var (t̂ ˜̃θk−θ̃optk

) ≥ 0.

avec

t̂ ˜̃θk−θ̃optk

=
∑
i∈sF

∑
j∈UM

θ̃FMij θ̃MT
jk − θ̃optik

 /πi

⇒ Impact de la répartition des liens sur la perte de précision ?
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Simulations

1 Sondage indirect et MGPP

2 Sondage indirect double et MGPP double

3 Comparaison des deux méthodes
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Simulations

Populations

Trois populations de tailles fixes

500 liens entre k ∈ UT et UF

Taille de UT : 6 958,
Taille de UM : 69 580,
Taille de UF : 3 479 000

NFj nombre d’individus de UF liés à j ∈ UM ,
NMk nombre d’individus de UM liés à k ∈ UT ,
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Simulations

1. NFj & NMk uniformes

2. NFj non uniformes, NMk uniformes

3. NFj uniformes, NMk non uniformes 4. NFj & NMk non uniformes
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Simulations

Étude de cas

Estimation de tY , Y trafic postal

Monte Carlo avec R = 100 000 simulations (r = 1, . . . ,R)

échantillons de taille n tirés par SASSR

Poids de lien optimaux existant !
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Simulations

Estimateurs

MGPP simple avec poids optimaux 1/NFk

MGPP double avec poids usuels

⇒ poids usuels : 1/NFj × 1/NMk , j ∈ UM

⇒ poids obtenus quand :

θFMij = θMT
jk = 1

⇒ poids utilisés à La Poste

Estelle Medous (IGN) 28 / 34



Simulations

Étude de cas

Biais relatif :

BR(t̂) = (1/R)
R∑

r=1

(t̂(r) − tY )/tY

non rapportés car négligeables

Erreur quadratique moyenne

EQM(t̂) =
R∑

r=1

(
t̂(r) − (1/R)

R∑
r=1

t̂(r)

)2

Racine de l’Erreur quadratique moyenne relative :

EQMRopt(t̂) =

(
EQM(t̂)

EQM(t̂optY ,MGPP)

)1/2
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Simulations

1. NFj & NMk uniformes

n EQMRopt

500 1.00
1000 1.00

60 liens observés en moyenne
par k ∈ UT .∑

j∈UM θ̃ij θ̃jk = θ̃ik ⇒ MGPPd=MGPP.

2. NFj non uniformes, NMk uniformes

n EQMRopt

500 7.19
1000 7.14

60 liens observés en moyenne
par k ∈ UT .

3. NFj uniformes, NMk non uniformes

n EQMRopt

500 1.00
1000 1.00

314 liens observés en moyenne
par k ∈ UT .

4. NFj & NMk non uniformes

n EQMRopt

500 11.78
1000 11.55

314 liens observés en moyenne
par k ∈ UT .

MGPP simple : 500 liens observés en moyenne par k ∈ UT .
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Conclusion

Conclusion

Poids de lien optimaux pour MGPP simple avec liens TpU

TpU + MGPP simple : problématique !

Moins d’individus à identifier avec MGPP double avec liens TpU-TpU

Perte de précision entre MGPP simple optimale et MGPP double
⇒ due à la variabilité des poids MGPP double.

La Poste : variabilité des poids MGPP double causé par la variabilité
des liens.
Bouriaud et al. (2024)
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Autre utilisation du TpU

tous-pour-Un généralisé

Clusters d’invidus de UT liés aux mêmes individus de UF

Population de clusters U ′

Figure – Création d’une population de clusters
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Autre utilisation du TpU

Tous-pour-Un généralisé

TpU entre UF et U

⇒ Poids de lien optimaux existent

Figure – Liens entre UF et U ′.
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Autre utilisation du TpU

Poids de lien optimaux pour non-TpU

TY comme total sur U ′ de y ′q =
∑

k∈q yk :

TY =
∑
k∈UT

yk =
∑
q∈U′

∑
k∈q

yk =
∑
q∈U′

y ′q = TY ′ .

t̂Y ,GWSM comme estimateur MGPP de TY ′ avec
θ̃iq =

∑
k∈q θ̃ikyk/y

′
q :

t̂Y ,MGPP =
∑
k∈U

∑
i∈sF

θ̃ik
πi

 yk =
∑
q∈U′

∑
k∈q

∑
i∈sF

θ̃ik
πi

 yk

=
∑
q∈U′

∑
i∈sF

1
πi

∑
k∈q

θ̃ik
y ′q

yk

 y ′q =
∑
q∈U′

∑
i∈sF

θ̃iq
πi

 y ′q

= t̂Y ′,MGPP
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Autre utilisation du TpU

Comparaison avec HT direct

Di = {(k , yk), k ∈ UT , lik ̸= 0}, DF = {(i ,Di ), i ∈ sF},
DT = {(k, yk), k ∈ sT}.

Lavallée (2007) : DT statistique suffisante pour DF .

t̂Y ,MGPP = t̂Y ,MGPP(DF )

théorème de Rao-Blackwell (Rao (1992), Blackwell (1947)) :
indépendamment des liens et des poids,

Var(t̂Y ,MGPP) ≤ Var
(
E[t̂Y ,MGPP |DT ]

)
.

E[t̂Y ,MGPP |DT ] estimateur HT direct de TY .
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Autre utilisation du TpU

Comparaison avec HT direct

Preuve par Kalton and Brick (1995) (pour les enquêtes longitudinales)
Espérance et variance prises conditionnellement à Y et

E[t̂Y ,MGPP |DT ] = E[t̂Y ,MGPP |DT ,Y ]

=
∑
k∈sT

ykE

∑
i∈sF

di θ̃ik |DT ,Y


=
∑
k∈sT

yk
∑
i∈UF

di θ̃ikE[Ii |k ∈ sT ]

=
∑
k∈sT

yk
∑
i∈UF

di θ̃ik
πi

πd
k

=
∑
k∈sT

yk
πd
k

avec πd
k = P(k ∈ sT ).

Estelle Medous (IGN) 34 / 34



Autre utilisation du TpU

Comparaison avec HT direct

Kiesl (2016) : pourquoi E[Ii |sT ] = E[Ii |k ∈ sT ] ?

k(i) = {k ∈ UT , k lié à i}, s̄kT := {k ′ ∈ sT , k
′ ̸= k}

E[Ii |sT ] =
πi

πd
k

P(i ∈ sF ∩ k(i) ∈ sT ∩ s̄
k(i)
T )

πi

πd
k

P(k(i) ∈ sT ∩ s̄
k(i)
T )

=
πi

πd
k

P(i ∈ sF ∩ s̄
k(i)
T )

πi

πd
k

P(k ∈ sT ∩ s̄kT )
=

πi

πd
k

P(s̄
k(i)
T |i)

P(s̄kT |k)

P(s̄
k(i)
T |i) conditionnellement à tout échantillon sF contenant i

P(s̄kT |k) conditionnellement à tout échantillon sF contenant un
individu lié à k
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Autre utilisation du TpU

Comparaison avec HT direct

Plan de Poisson : sélection de s̄
k(i)
T indépendante de i :

P(s̄
k(i)
T |i) = P(s̄

k(i)
T )

Si TpU, alors k(i) = k et :

P(s̄kT |k) = P(s̄kT ) = P(s̄
k(i)
T )

⇒ Alors le HT direct est plus précis que la MGPP indirecte (optimale
ou non)
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