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1 Contexte et motivation

1.1 Les événements récurrents en épidémiologie

De nombreuses maladies chroniques se caractérisent par la répétition d'événements cli-
niques au cours du temps : poussées de sclérose en plaques, crises d'épilepsie, événements
indésirables sous chimiothérapie ou immunothérapie. Ces événements ne sont pas indépen-
dants : leur survenue, leur fréquence et leur chronologie sont structurées par l'historique
propre à chaque patient.

Du point de vue formel, on considère n sujets indépendants, indexés par i = 1, . . . , n.
Pour le sujet i, Ni(t) désigne le nombre d'événements observés sur [0, t] ; on note dNi(t) =
Ni(t

− + dt)−Ni(t
−) le nombre d'événements sur [t, t+ dt), et

Hi(t
−) = σ

{
Ni(s) : 0 ≤ s < t

}
la σ-algèbre représentant l'historique strict avant t. On notera également Tk l'instant du
k-ième événement. L'intensité conditionnelle du processus est dé�nie par

λi

(
t | Hi(t

−)
)

= lim
dt→0

P (dNi(t) = 1 | Hi(t
−))

dt
. (1)

Comparativement à la complexité potentielle de cette intensité conditionnelle, les modèles
couramment utilisés en pratique clinique � Andersen-Gill (1982), Prentice-Williams-
Peterson (1981), modèles à fragilié � reposent sur des hypothèses souvent trop restrictives
(indépendance entre occurrences successives, absence de dépendance à l'historique des évé-
nements), ou sont trop peu parcimonieux pour rendre compte du phénomène récurrent de
manière utile. Ce stage propose de développer et d'évaluer une alternative �exible fondée
sur un processus de Hawkes log-linéaire avec noyaux estimés par splines pénalisées.
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1.2 Les processus de Hawkes

Les processus de Hawkes constituent le cadre naturel pour modéliser des événements
récurrents avec dépendance temporelle. Dans sa forme originale [4], le processus de Hawkes
est dé�ni par une intensité conditionnelle linéaire en l'historique :

λ(t | H(t−)) = ν +
∑
Tk<t

φ(t− Tk), (2)

où ν ≥ 0 est l'intensité de fond (immigration) et φ : R+ → R est le noyau d'excitation.
Dans ce cadre, chaque événement passé contribue à l'intensité courante proportionnelle-
ment à φ évalué au temps écoulé depuis cet événement. La contrainte φ ≥ 0 est nécessaire
pour garantir λ ≥ 0, ce qui limite le modèle aux phénomènes purement auto-excitateurs,
c'est à dire que l'apparition d'un événement augmente momentanément la probabilité de
survenance du suivant (comme c'est le cas en sismologie par exemple), et empêche la
modélisation de l'auto-inhibition (l'apparition d'un événement diminue momentanément
la probabilité de survenance du suivant).

Extension non linéaire (Brémaud & Massoulie, 1996). Brémaud et Massoulie [5]
généralisent l'équation (2) en introduisant une fonction de transformation f : R → R+

non négative :

λ(t | H(t−)) = f

(
ν +

∑
Tk<t

φ(t− Tk)

)
. (3)

Le processus linéaire original correspond au choix f = id. L'intérêt essentiel de cette
extension est de lever la contrainte φ ≥ 0 : le noyau φ peut désormais prendre des valeurs
négatives, ce qui permet de modéliser auto-inhibition et auto-excitation au sein du même
modèle et ainsi s'adapter à un grand nombre de contextes cliniques.

Choix f = exp (processus log-linéaire). Le choix naturel f = exp conduit au pro-
cessus de Hawkes log-linéaire :

λ(t | H(t−)) = exp

(
ν +

∑
Tk<t

φ(t− Tk)

)
. (4)

log
{
λ(t | H(t−))

}
= ν +

∑
Tk<t

φ(t− Tk) (5)

Ce choix présente un double avantage : (i) la positivité de λ est garantie sans aucune
contrainte sur φ, quelle que soit son amplitude ou son signe ; (ii) le noyau φ s'interprète
directement comme une contribution additive à la log-intensité, facilitant l'estimation et
l'interprétation clinique. Une période réfractaire (ou auto-inhibition) se traduit alors par
φ < 0 sans indétermination numérique, contrairement au modèle de Hawkes linéaire.

1.3 Modèle proposé

Le modèle que l'on propose d'étudier reprend les caractéristiques d'un modèle de Hawkes
non-linéaire avec deux di�érences notables : 1) Le noyau φ est décliné en autant de sous-
noyau φk qu'il existe d'événements, 2) le niveau de base ν devient une fonction du temps
ν(t).
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log
{
λ(t | H(t−))

}
= ν(t) +

∑
Tk<t

φk(t− Tk) (6)

1.4 Pénalisation des di�érences successives

A�n de limiter le sur-ajustement et s'assurer que le modèle reste estimable, nous proposons
de partager l'information contenue dans les données entre les di�érents sous-noyaux. Une
manière de faire est de lisser les di�érences successives entre noyaux représentées par
δk = φk − φk−1 (par convention φ0 = ν). Cette pénalité s'e�ectuera sur l'intégrale de
la dérivée seconde au carré, et chaque δk sera associée à un paramètre de lissage κk. La
pénalité sur l'échelle de la log-vraisemblance prendra donc la forme suivante :

P =
∑
k

(
κk

∫
[δ′′k(u)]

2
du

)
(7)

Cette pénalisation � analogue aux contrastes sdif dans R � force les noyaux successifs
à être proches sauf si les données exigent qu'il en soit autrement (stabilité de l'estimation
même lorsque peu d'individus ont un grand nombre d'événements) et crée un emprunt de
force entre occurrences successives.

Lorsque κk → 0, chaque δk est libre et l'on retrouve un modèle de type PWP sans struc-
ture ; lorsque κk → ∞, tous les δk se rapprochent d'une fonction linéaire (en ajoutant une
pénalité supplémentaire sur les coe�cients d'intercept et de pente a�n qu'ils tendent vers
zéro, nous retrouverions dans ce cas un modèle d'Andersen-Gill homogène). L'estimation
des paramètres de lissage rend alors compte automatiquement du niveau de �exibilité
adéquat.

1.5 Triple enjeu du stage

Ce stage s'articule autour de trois enjeux progressifs :

1. Compréhension du modèle. Assimiler le cadre théorique uni�cateur : pro-
cessus de Hawkes non linéaires, vraisemblance des processus de comptage,
splines pénalisées et estimation automatique de la complexité par vraisem-
blance marginale. Identi�er précisément la place du modèle proposé dans le
continuum Andersen-Gill � PWP � Hawkes, ainsi que son intérêt interprétatif
dans un cadre clinique.

2. Implémentation. Adapter les implémentations de modèles de survie clas-
siques : le dé� central est le découpage de l'intégrale de l'intensité conditionnelle
aux temps d'événements observés. A cette �n, l'étudiant(e) pourra s'appuyer
sur le code du package R survPen.

3. Application et évaluation. Appliquer le modèle à des données réelles (par
exemple : poussées de scléroses en plaques, événements indésirables chez des
patients atteints de cancer) et/ou, des données simulées s'appuyant sur des
hypothèses réalistes.

2 Pro�l recherché

Ce stage s'adresse à des étudiants de M2 en mathématiques, statistiques ou mathéma-
tiques appliquées, ou école d'ingénieurs équivalente (ENSAI, INSA, ...).
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Compétences requises : théorie de l'estimation (MLE, M-estimateurs), GLM, méthodes
numériques d'optimisation, algèbre linéaire, quadrature numérique, programmation R.

Compétences souhaitables : notions d'analyse de survie (Cox, censure), processus
stochastiques (Poisson, martingales), Generalized Additive Models (GAM).

Qualités attendues : rigueur mathématique, curiosité pour les applications médicales,
autonomie progressive, goût pour la rédaction scienti�que.

Les candidatures (CV + lettre de motivation) sont à adresser aux deux mails en entête.
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