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Données et problème
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pour tout patient i ∈ [|1,N|] :
• Ti est la durée de mesure (durée d’observation du signal).
• t i = (t i1, ..., t

i
mi
)T ∈ Rmi est le vecteur des instants de mesure

de la tacrolémie du patient i dans l’intervalle [0,Ti ] et mi le
nombre d’instants.
• X i = (X i

1, ...,X
i
m)Rmi est le vecteur des valeurs associées.

• Zi ∈ Rp est le vecteur des variables scalaires du patient.
• Yi est la variable réelle de sortie, le taux de créatinine.
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La régression linéaire fonctionnelle

x = (x1, ..., x6)
T , β ∈ R6, Modèle linéaire :Y = xTβ + ε ?

Régression linéaire fonctionnelle (Ramsay & Silverman, 2006) :

Y =

∫ T

0
β(t)F (t)dt + ε, β ∈ R[0,T ]

On modélise β := bTφ, Où φ = (φ1, ..., φK ) ∈ (R[0,T ])K forme une
base fonctionnelle linéairement libre dans R[0,T ].
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Extension : Durée de mesure variable

Yi = ZT
i α+

1
Ti

∫ Ti

0
Fi (s)β(s,Ti )ds + εi

Fi obtenue par un prétraitement de la série temporelle (t i ,X i ), en
modélisant la courbe par une combinaison de fonctions splines ⇒
Paramétrique.

Base de fonctions bidimensionnelles,
∀s,T ∈ R2, β(s,T ) = bTφ(s,T ).
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Régression sur Processus Gaussien
Mesure à des temps t = (t1, ..., tm)

T ∈ Rm

d’un vecteur aléatoire X = (X (t1), ...,X (tm))
T .

On peut modéliser X par :

X = F (t) + ζ

ζ ∼ N (0m, γ2Im)
F ∼ GP(0RR , k(., ., θ))⇒ F (t) ∼ N (0m,K )

Où K =

k(t1, t1, θ) · · ·
...

. . .
k(tm, t1, θ) · · · k(tm, tm, θ)


Alors

X ∼ N (0m,K + σ2Im).

Inférence de θ, γ2 par maximisation de la vraisemblance gaussienne.
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Densité prédictive

à θ, γ fixés, ∀t∗ ∈ R la loi de X (t∗) conditionnellement à X est
normale.

E(X (t∗)|X ) = K ∗T (K + γ̂2Im)
−1y

V(X (t∗)|X ) = k(t∗, t∗)− K ∗T (K + γ̂2Im)
−1K ∗

Où K∗ = (k(t1, t∗), ..., k(tm, t∗))T .
De plus, l’espérance de la densité prédictive, s → E(X (s)|X ) est un
estimateur consistant en m de la trajectoire de F .
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Espérance prédictive, illustration
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Modèle proposé

Y label de régression, Z données scalaires, F processus gaussien :

Y = ZTα+
1
T

∫ T

0
F (s)β(s,T )ds + ε

Propriété

( 1
T

∫ T

0
F (s)β(s,T )ds,X (t1), ...,X (tm))

T est un vecteur gaussien

d’espérance nulle et de matrice de variance-covariance :
1
T 2

∫
[0,T ]2

k(s, t)β(s,T )β(t,T )dsdt 1
T

∫
[0,T ]

KT
∗ (s)β(s,T )ds

1
T

∫
[0,T ]

β(s,T )K∗(s)ds Kt + γ2Im
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Méthode des moindres carrés

On évalue une approche plus simple, basée sur le critère des
moindres carrés.

Ŷi = E(Yi |X i ) = Ziα+
1
Ti

∫ Ti

0
E(Fi (s)|X i , θ)β(s,Ti )ds

Estimation basée sur la minimisation des écarts quadratiques de
prédiction :

N∑
i=1

(Yi − Ŷi )
2
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Régularisation

Problème : Sur-ajustement de la fonction paramètre en grande
dimension, une pénalisation de la courbure du paramètre permet de
le garder sous contrôle :

Pen(β) := J22(β)

=

∫ Tmax

0

∫ t

0

∑
ν1+ν2=2

2
ν1! ν1!

(
∂2β(s, t)

∂sν1∂tν2

)2

ds dt

= bT (
∫ ∫ ∂2φ

∂s2
∂2φT

∂s2
+ 2

∫ ∫ ∂2φ
∂s∂t

∂2φT

∂s∂t +
∫ ∫ ∂2φ

∂t2
∂2φT

∂t2
)b

= bT Ipb
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Estimateur

Pour λ > 0, critère pénalisé :

||Y − Ŷ ||22 + λbT Ipb

• Fortement convexe sous conditions simples, estimateur unique
et calculable.

Estimateur :

P̂mcp = argmin
α∈Rp ,b∈RKβ

||Y − Ŷ ||22 + λbT Ipb = (MTM + λH)−1MTY

Où M := Z ⊕ L, H := 0pp ⊕ Ip.
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Procédé de simulation de données

Deux paramètres, la densité d’échantillonnage n ∈ N∗, et la taille
de l’échantillon N ∈ N∗.
∀i ∈ [|1,N|],
• On tire Ti ∼ β(5, 5).
• Si nTi − 2 > 0, on tire m ∼ P(nTi − 2), sinon on tire
m ∼ P(0.1). Puis, on prend mi = m + 2.

• On tire indépendamment t i1, ..., t
i
mi
∼ U(0,Ti ).

Puis, X i
j = ui +

∑10
k=0 v

i
1k sin

(
2πk t ij

)
+ v i2k cos

(
2πk t ij

)
.
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Performance de l’estimation fonctionnelle

ISE :
∫ Tm

0

∫ t
0 (β̂(s, t)− β(s, t))

2dsdt

Approximation : Tm
J2

∑J
i=1
∑i

j=1(β̂(
jTm

J , iTm
J )− β( jTm

J , iTm
J ))2

MISE : 1
nrep

∑nrep
i=1 ISEi
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Intérêt de la pénalisation : étude en simulation

Inference MISE std. rMSE

N=100 et MC 4500 3600 3.3
n=10 MC pénalisé 8.4 0.53 0.85
N=200 et MC 150. 80 1.6
n=10 MC pénalisé 8.3 0.38 0.78
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Application aux données ADEQUATE

Données issues d’une étude clinique sur une cohorte de 217 patients
ayant subi une opération de transplantation de rein. Modèles
évalués :
• Modèle linéaire avec 5 variables explicatives : Âge, Sexe,

moyenne de la tacrolémie avant 150 jours, entre 150 et 250,
après 250.
• Méthode proposée avec 2 variables scalaires (Âge, Sexe) et

une variable fonctionnelle à durée variable (tacrolémie).
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Résultats
Modèle rMSE-ajustement rMSE-validation

Nul 88.8 89.6
Linéaire 84.1 86.4
Fonctionnel 64.4 66.5
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Limites et pistes...

• L’optimisation de la méthode du maximum de vraisemblance
est à améliorer.
• La base fonctionnelle choisie n’est pas très adaptée.
• Applicable à de nombreuses situations, extension simple à

plusieurs variables fonctionnelles, à des labels censurés.
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