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Données et probléeme
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pour tout patient i € [|1, N|] :
e T; est la durée de mesure (durée d'observation du signal).

o t! = (t],....,t], )7 € R™ est le vecteur des instants de mesure
de la tacrolémie du patient / dans I'intervalle [0, T;] et m; le
nombre d'instants.

o X' = (X{,..,XI)R™ est le vecteur des valeurs associées.
e Z; € RP est le vecteur des variables scalaires du patient.

e Y, est la variable réelle de sortie, le taux de créatinine.
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La régression linéaire fonctionnelle
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x=(x1,...,x) ", B € R® Modeéle linéaire :Y = x" 3+ ¢?

Régression linéaire fonctionnelle (Ramsay & Silverman, 2006) :
/ B(t)F(t)dt +e, B eRIOT]

On modélise 8 := bT¢, Ot ¢ = (41, ..., o) € (RIOTHKX forme une
base fonctionnelle linéairement libre dans RO 71,
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Extension : Durée de mesure variable

1 [T
Yi=ZTa+ / Fi(s)B(s, T;)ds + €;
Ti Jo
F; obtenue par un prétraitement de la série temporelle (t', X'), en
modélisant la courbe par une combinaison de fonctions splines =

Paramétrique.

Base de fonctions bidimensionnelles,
Vs, T € R?, B(s, T) = bT¢(s, T).
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Régression sur Processus Gaussien

Mesure a des temps t = (t, ..., tn)" € R™
d'un vecteur aléatoire X = (X(t1),..., X(tm))".
On peut modéliser X par :

X=F(t)+¢

C ~ N(Oma 72Im)
F ~ GP(Oge, k(.,.,0)) = F(t) ~ N(0m, K)
k(tl,tl,e)
Ou K = : .
k(tm,t1,0) -+ k(tm,tm,0)
Alors

X~ N(Om, K+ 021).
Inférence de #,~2 par maximisation de la vraisemblance gaussienne.
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Densité prédictive

a 0, fixés, Vt* € R la loi de X(tx) conditionnellement a X est
normale.

E(X(t+)[X) = K*T(K+4%Im)"ty
V(X(t)|X) = k(t*,t*) — K*T(K +4321,) "1 K*
Ou Kx = (k(t1, t*), ..., k(tm, t%)) 7.

De plus, I'espérance de la densité prédictive, s — E(X(s)|X) est un
estimateur consistant en m de la trajectoire de F.
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Espérance prédictive, illustration
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Modeéle proposé

Y label de régression, Z données scalaires, F processus gaussien :
Y = ZTa+/ B(s, T)ds + €

Propriété
T
(%/ F(s)B(s, T)ds, X(t1), ...,X(tm))T est un vecteur gaussien

0
d’espérance nulle et de matrice de variance-covariance :

Fof K03, Ty Taasde 4 [ KT ($)3(6, T)ds

3 / B(s, T)K.(s)ds Kt + VI
[0, 7]
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Méthode des moindres carrés

On évalue une approche plus simple, basée sur le critére des
moindres carrés.

~ . 1 1T )
% —B(YX) = Za+ 1 [ E(R(S)IX. 03 Ti)ds
iJo

Estimation basée sur la minimisation des écarts quadratiques de
prédiction :
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Régularisation

Probléme : Sur-ajustement de la fonction paramétre en grande
dimension, une pénalisation de la courbure du paramétre permet de
le garder sous contréle :

Pen(B) = Jn(p)

Tmax 2 ) 5(5 t)
/ / Z V1|V1 ( s”latl’2> ds dt

v1+uo=

820 52 T 82d 62 T 024 52 T
:bT(ffTSZ) 8?2 +2ff858¢tas¢‘;t ff tgs 81?2

= bTI,b
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Estimateur

Pour A > 0, critére pénalisé :
Y = Y[[3+XbT,b

e Fortement convexe sous conditions simples, estimateur unique
et calculable.

Estimateur :

PP = argmin ||Y = Y|E+ AT I,b=(MTM+AH) MY
a€Rp beRXB

OuUM:=ZdL H:=0p@ .
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Procédé de simulation de données

Deux paramétres, la densité d'échantillonnage n € Nx, et la taille
de I'échantillon N € Nx.
Vi e [|1, N,
e On tire T; ~ (5,5).
e SinT; —2>0, on tire m~ P(nT; — 2), sinon on tire
m ~ P(0.1). Puis, on prend m; = m + 2.
e On tire indépendamment ¢}, ..., trin,- ~ U(0, T;).

Puis, in =u'+ Ziozo vi, sin (277/( tj’) + V4, cos <27rk tj’>
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Performance de |'estimation fonctionnelle
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Intérét de la pénalisation : étude en simulation

Inference MISE  std. rMSE
N=100 et MC 4500 3600 3.3
n=10 MC pénalisé 8.4 0.53 0.85
N=200 et MC 150. 80 1.6
n=10 MC pénalisé 8.3 0.38 0.78

15/20



Application aux données ADEQUATE

Données issues d'une étude clinique sur une cohorte de 217 patients
ayant subi une opération de transplantation de rein. Modéles
évalués :

e Modele linéaire avec 5 variables explicatives : Age, Sexe,
moyenne de la tacrolémie avant 150 jours, entre 150 et 250,
apres 250.

e Méthode proposée avec 2 variables scalaires (Age, Sexe) et
une variable fonctionnelle a durée variable (tacrolémie).
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Résultats

Modéle

rMSE-ajustement

rMSE-validation

Nul
Linéaire
Fonctionnel

88.8
84.1
64.4

Restriction du parametre estimé a une durée de 350 jours

100 150 200 250 300
Instant de mesure

350

89.6
86.4
66.5

= Valeur estimee du parametre
—— Valeur +/- écart-type
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Limites et pistes...

e L'optimisation de la méthode du maximum de vraisemblance
est a améliorer.

e La base fonctionnelle choisie n'est pas trés adaptée.

e Applicable a de nombreuses situations, extension simple a
plusieurs variables fonctionnelles, a des labels censurés.
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